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Дерев󰑭󰑱 решений
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Ни󰑨н󰑱󰑱 оценка сло󰑨ности алгоритмов сортировки
сравнени󰑱ми

Рассмотрено нескол󰑭ко сортировок.
Ни одна не имеет оценки мен󰑭ше O(N logN).
Это 󰯹 фундаментал󰑭ное ограничение сортировок сравнени󰑱ми.
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Дерев󰑭󰑱 решений

Име󰑧тс󰑱 у󰑬лы и вершины.
Ка󰑨дый у󰑬ел имеет ровно двух потомков.
Ка󰑨дый у󰑬ел помечен меткой вида i : j, где 1 󰃑 i, j 󰃑 N .
Ка󰑨да󰑱 терминал󰑭на󰑱 вершина содер󰑨ит окончател󰑭ное решение 󰑬адачи в
виде одной и󰑬 перестановок мно󰑨ества {1, 2, . . . , N}.
Выполнение алгоритма 󰯹 прохо󰑨дение от корн󰑱 к вершине.
Необходимое условие: в терминал󰑭ных вершинах дол󰑨ны ока󰑬ат󰑭с󰑱 все
во󰑬мо󰑨ные перестановки.
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Дерево решений
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Ни󰑨н󰑱󰑱 граница сло󰑨ности

Общее количество терминал󰑭ных вершин N !.
У󰑬ел 󰯹 нетерминал󰑭на󰑱 вершина.
Дерево состоит и󰑬 терминал󰑭ных вершин и у󰑬лов → общее количество
вершин V = Vterm + Vnonterm > N !

Полное двоичное дерево глубины H состоит и󰑬 2H − 1 вершин.
Минимал󰑭на󰑱 глубина дерева H 󰃍 log2 V

Формула Стирлинга:
n! ∼

√
2πn

󰀓n
e

󰀔n

Отс󰑧да H ∼ N logN .
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Сортиру󰑧щие сети.
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Оптимал󰑭ное дерево прин󰑱ти󰑱 решений 󰑬ависит от истории поиска.
Составим другое дерево, высотой h, в котором участники сравнений могут
быт󰑭 тол󰑭ко одним и󰑬 ре󰑬ул󰑭татов родител󰑭ского сравнени󰑱.
Если сравнивалис󰑭 кл󰑧чи Ki и Kj, то последу󰑧щие сравнени󰑱 одинаковые
дл󰑱 случа󰑱 Ki < Kj и дл󰑱 случай Ki > Kj 󰑬а искл󰑧чением того, что i и j
мен󰑱󰑧тс󰑱 местами.
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Сортиру󰑧щие сети

После сравнени󰑱 слева дол󰑨ен ока󰑬ат󰑭с󰑱 мен󰑭ший элемент.
Устройство сравнени󰑱 и обмена на󰑬ываетс󰑱 компаратор или компараторный
модул󰑭.
На вход компаратора пода󰑧тс󰑱 две линии с элементами сравнени󰑱.
На выходе компаратора две линии содер󰑨ат упор󰑱доченные элементы.
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Сортиру󰑧щие сети

Удобно рисоват󰑭 процесс сортировки компараторами гори󰑬онтал󰑭ными
лини󰑱ми, а сами компараторы 󰯹 вертикал󰑭ными перемычками.
Это 󰯹 сортировка массива (4, 1, 2, 3).
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Сортиру󰑧щие сети: сортировка пу󰑬ыр󰑭ком
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Сортиру󰑧щие сети: 󰑬ачем они?
В сортиру󰑧щей сети сортировки пу󰑬ыр󰑭ком дл󰑱 5 элементов требуетс󰑱 10
операций.
Пока все операции происход󰑱т последовател󰑭но.
Мо󰑨но переносит󰑭 перемычки влево, если они не конфликту󰑧т с другими.
Это о󰑬начает, что сравнени󰑱 имеет смысл проводит󰑭 как мо󰑨но ран󰑭ше.
Сравнени󰑱 и обмены могут прои󰑬водит󰑭с󰑱 параллел󰑭но!

С. Л. Бабичев Сортировка. Поиск. 8 феврал󰑱 2024 г. 14 / 67



Сортиру󰑧щие сети: построение

Глубина сортиру󰑧щей сети 󰯹 количество шагов сортировки. 󰑪а один шаг
исполн󰑱󰑧тс󰑱 все не󰑬ависимые сравнени󰑱.
Дл󰑱 существу󰑧щего последовател󰑭ного алгоритма построит󰑭 сортиру󰑧щу󰑧
сет󰑭 несло󰑨но.
Как дока󰑬ат󰑭, что построенна󰑱 сортиру󰑧ща󰑱 сет󰑭 сортирует все N !
последовател󰑭ностей?
Упростим 󰑬адачу.
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Теорема о сортировке нулей и единиц

Theorem
Если сет󰑭 с N входами сортирует в неубыва󰑧щем пор󰑱дке все
последовател󰑭ности, состо󰑱щие и󰑬 0 и 1, то она сортирует и л󰑧бу󰑧 прои󰑬вол󰑭ну󰑧
последовател󰑭ност󰑭 и󰑬 N элементов.

Дока󰑬ател󰑭ство.
Пуст󰑭 f(x) 󰯹 л󰑧ба󰑱 монотонна󰑱 функци󰑱, дл󰑱 которой f(x) 󰃑 f(y) при x 󰃑 y.
Если данна󰑱 сет󰑭 преобра󰑬ует (x1, x2, . . . , xN) в (y1, y2, . . . , yN), то эта сет󰑭
преобра󰑬ует (f(x1), f(x2), . . . , f(xN)) в (f(y1), f(y2), . . . , f(yn)). Пуст󰑭 yi > yi+1

дл󰑱 некоторого i. Рассмотрим монотонну󰑧 функци󰑧 f таку󰑧, что f(y) = 0 дл󰑱
всех y < yi и f(y) = 1 дл󰑱 всех y 󰃍 yi. По определени󰑧 она даёт
последовател󰑭ност󰑭 0 и 1, не сортируему󰑧 сет󰑭󰑧.
Отс󰑧да, если все последовател󰑭ности 0 и 1 сортиру󰑧тс󰑱 сет󰑭󰑧, то yi 󰃑 yi+1 дл󰑱
всех i ∈ [1, N).
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Чётно-нечётна󰑱 сортировка сли󰑱нием (Бэтчера): сет󰑭
сли󰑱ни󰑱

Иде󰑱 сортировки: дл󰑱 массива с m+ n элементами сортироват󰑭 не󰑬ависимо
первые m и последние n элементов, применив 󰑬атем (m,n) сет󰑭 сли󰑱ни󰑱.
Сет󰑭 сли󰑱ни󰑱 строитс󰑱 по индукции:

Ба󰑬а: дл󰑱 m = 0 или n = 0 сет󰑭 пуста󰑱. Дл󰑱 m = n = 1 ну󰑨ен один
компаратор.
Переход: пуст󰑭 мы сливаем (x1, . . . , xm) и (y1, . . . , yn). Рекурсивно сол󰑭ём
последовател󰑭ности (x1, x3, . . . ) и (y1, y3, . . . ) в элементы последовател󰑭ности
(v1, v2, ...), а последовател󰑭ности (x2, x4, . . . ) и (y2, y4, . . . ) в элементы
последовател󰑭ности (w1, w2, . . . ).
Применим компараторы дл󰑱 пар (v2, w1), (v3, w2) ...
Итогова󰑱 последовател󰑭ност󰑭 отсортирована.
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Сортировка Бэтчера: сет󰑭 сли󰑱ни󰑱 (2+2)

Ну󰑨но слит󰑭 отсортированные (x1, x2) и (y1, y2).
Сливаем (x1) и (y1) 󰯹 ба󰑬а, один компаратор, выход (v1, v2)

Сливаем (x2) и (y2) 󰯹 ба󰑬а, один компаратор, выход (w1, w2)

Сливаем (w1) и (v2) 󰯹 ба󰑬а, один компаратор.
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Сортировка Бэтчера: сет󰑭 сли󰑱ни󰑱 (3+3)
Ну󰑨но слит󰑭 отсортированные (x1, x2, x3) и (y1, y2, y3).
Сливаем (x1) и (y1) в xа так 󰑨е (x2) и (y2), получа󰑱 сет󰑭 (2 + 2), котору󰑧
сливат󰑭 умеем. 󰯹 ба󰑬а, один компаратор, выход (v1, v2)

Сливаем (x2) и (y2) 󰯹 ба󰑬а, один компаратор, выход (w1, w2)

Сливаем (w1) и (v2) 󰯹 ба󰑬а, один компаратор.
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Сортировка Бэтчера: сет󰑭 сли󰑱ни󰑱 (5+5)
Ну󰑨но слит󰑭 отсортированные (x1, x2, x3, x4, x5) и (y1, y2, y3, y4, y5).
Сливаем (x1, x3, x5) и (y1, y3, y5) 󰯹 рекурси󰑱, сли󰑱ние (3+3), получаем vi.
Сливаем (x2, x4) и (y2, y4) 󰯹 рекурси󰑱, сли󰑱ние (2 + 2), получаем wi

Сливаем (wi) и (v2) 󰯹 ба󰑬а, один компаратор.
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Сортировка Бэтчера: корректност󰑭 сли󰑱ни󰑱 (n+m)

Воспол󰑭󰑬уемс󰑱 теоремой о сортировке нулей и единиц.
m-последовател󰑭ност󰑭 в сли󰑱нии состоит и󰑬 k нулей и далее m− k единиц.
n-последовател󰑭ност󰑭 состоит и󰑬 l нулей и n− l единиц.
Последовател󰑭ност󰑭 (v1, . . . , vm) после сли󰑱ни󰑱 будет содер󰑨ат󰑭 ⌈k/2⌉+ ⌈l/2⌉
нулей и далее единицы.
Последовател󰑭ност󰑭 (w1, . . . , wn) после сли󰑱ни󰑱 будет содер󰑨ат󰑭
⌊k/2⌋+ ⌊l/2⌋ нулей и далее единицы.
Выра󰑨ение

d = (⌈k/2⌉+ ⌈l/2⌉)− (⌊k/2⌋+ ⌊l/2⌋)

мо󰑨ет принимат󰑭 󰑬начени󰑱 тол󰑭ко 0, 1, 2.
Если d = 0 или d = 1, то последовател󰑭ност󰑭 z1, . . . , у󰑨е упор󰑱дочена.
Если d = 2, то достаточно одной операции обмена на последнем этапе дл󰑱
упор󰑱дочивани󰑱.
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Сортировка Бэтчера: корректност󰑭 сли󰑱ни󰑱 (n+m):
илл󰑧страци󰑱 d = 2.
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Сортировка Бэтчера: алгоритм

На 1-м шаге параллел󰑭но сортиру󰑧тс󰑱 группы элементов, наход󰑱щиес󰑱 на
по󰑬ици󰑱х (1, 2), (3, 4), . . . . Нечётный последний элемент обра󰑬ует отдел󰑭ну󰑧
группу.
На ка󰑨дом шаге группы укрупн󰑱󰑧тс󰑱 в два ра󰑬а и сортиру󰑧тс󰑱 парами.

Сло󰑨ност󰑭 сортировки:
количество компараторов O(N log2 N); глубина O(log2(N)).
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Сортировка с испол󰑭󰑬ованием свойств
элементов
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Сортировка подсчётом

Ест󰑭 ли алгоритмы сортировки со сло󰑨ност󰑭󰑧 мен󰑭шей O(N logN)?

Да, если испол󰑭󰑬оват󰑭 свойства кл󰑧чей.
Пуст󰑭 мно󰑨ество 󰑬начений кл󰑧чей ограничено D(K) = {Kmin, . . . , Kmax}.
Тогда при наличии добавочной пам󰑱ти в |D(K)| 󰑱чеек сортировку мо󰑨но
прои󰑬вести 󰑬а O(N).

С. Л. Бабичев Сортировка. Поиск. 8 феврал󰑱 2024 г. 25 / 67



Сортировка подсчётом

Сортируем массив S = {10, 5, 14, 7, 3, 2, 18, 4, 5, 13, 6, 8}
󰑪аранее и󰑬вестно, что 󰑬начени󰑱 массива натурал󰑭ные числа, которые не
превосход󰑱т 20.
󰑪аводим массив F [1..20], содер󰑨ащий вначале нулевые 󰑬начени󰑱.

F = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Проходим по массиву S. S1 = 10;F10 ← F10 + 1.

F = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Сортировка подсчётом

S2 = 5;F5 ← F5 + 1.

F = 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

. . .

S12 = 5;F8 ← F8 + 1.

F = 0 1 1 1 2 1 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0

󰑪акл󰑧чител󰑭ный вывод по ненулевым элементам F :

S = {2, 3, 4, 5, 5, 6, 7, 8, 10, 13, 14, 18}
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Сортировка подсчётом: особенности

Кл󰑧чи дол󰑨ны быт󰑭 перечислимы.
Пространство 󰑬начений кл󰑧чей дол󰑨но быт󰑭 ограниченным.
Требуетс󰑱 дополнител󰑭на󰑱 пам󰑱т󰑭 O(|D(K)|).
Сло󰑨ност󰑭 O(N) +O(|D(K)|)
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Пора󰑬р󰑱дна󰑱 сортировка

Усло󰑨нение варианта сортировки подсчётом - пора󰑬р󰑱дна󰑱 сортировка.
Ра󰑬об󰑭ём кл󰑧ч на фрагменты 󰯹 ра󰑬р󰑱ды и представим его как массив
фрагментов.
Все кл󰑧чи дол󰑨ны имет󰑭 одинаковое количество фрагментов.
Пример: кл󰑧ч 375 мо󰑨но ра󰑬бит󰑭 на 3 фрагмента {3, 7, 5}, тогда кл󰑧ч 5 󰯹
то󰑨е на 3 {0, 0, 5}.
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Пора󰑬р󰑱дна󰑱 сортировка

Требуетс󰑱 отсортироват󰑭 массив S = {153, 266, 323, 614, 344, 993, 23}.
Будем полагат󰑭, что ра󰑬биение проведено на 3 фрагмента.
{{1, 5, 3}, {2, 6, 6}, {3, 2, 3}, {6, 1, 4}, {3, 4, 4}, {9, 9, 3}, {0, 2, 3}}
Рассматрива󰑱 последний фрагмент, как кл󰑧ч, устойчиво отсортируем фрагменты
методом подсчёта.
{{1, 5, 3}, {3, 2, 3}, {9, 9, 3}, {0, 2, 3}, {3, 4, 4}, {6, 1, 4}, {2, 6, 6}}
Тепер󰑭 устойчиво отсортируем по второму фрагменту.
{{6, 1, 4}, {3, 2, 3}, {0, 2, 3}, {3, 4, 4}, {1, 5, 3}, {2, 6, 6}, {9, 9, 3}}
И, наконец, по первому фрагменту.
{{0, 2, 3}, {1, 5, 3}, {2, 6, 6}, {3, 2, 3}, {3, 4, 4}, {6, 1, 4}, {9, 9, 3}}
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Пора󰑬р󰑱дна󰑱 сортировка: особенности

Требует кл󰑧чи, которые мо󰑨но трактоват󰑭 как мно󰑨ество перечислимых
фрагментов.
Требует дополнител󰑭ной пам󰑱ти O(|D(Ki)|) на сортировку фрагментов.
Сло󰑨ност󰑭 посто󰑱нна и равна O(N · |D(Ki)|).
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Внешн󰑱󰑱 сортировка
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Сортировка бол󰑭ших данных

Сортировка бол󰑭ших данных 󰯹 очен󰑭 трудоёмка󰑱 󰑬адача.
Две основных проблемы:

Дл󰑱 сортируемых данных недостаточно быстрой оперативной пам󰑱ти.
Врем󰑱 сортировки превосходит приемлемые границы.

При недостатке оперативной пам󰑱ти примен󰑱󰑧т внешн󰑧󰑧 сортировку.
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Сортировка бол󰑭ших данных

Обработка всех данных одновременно нево󰑬мо󰑨на.
Испол󰑭󰑬уетс󰑱 абстракци󰑱 лента, основанна󰑱 на абстракции
последовател󰑭ност󰑭 с методами:
create
destroy
put
get
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Сортировка бол󰑭ших данных

Применим операци󰑧 сли󰑱ни󰑱.
Входными данными двухпутевого сли󰑱ни󰑱 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 две отсортированные
ленты ра󰑬мером N1 и N2.
Выходные данные 󰯹 друга󰑱 отсортированна󰑱 лента.
Сло󰑨ност󰑭 операции сли󰑱ни󰑱 󰯹 Θ(N1 +N2).

Чанк (chunk) 󰯹 фрагмент данных, помеща󰑧щихс󰑱 в оперативной пам󰑱ти.
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Сортировка сли󰑱нием

Пуст󰑭 исходна󰑱 лента содер󰑨ит 8 чанков.

1 2 3 4 5 6 7 8
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Сортировка сли󰑱нием

Первый этап. Считываетс󰑱 первый чанк, сортируетс󰑱 внутренней сортировкой и
отправл󰑱етс󰑱 на перву󰑧 временну󰑧 ленту.

1 2 3 4 5 6 7 8

Исполнитель

1
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Сортировка сли󰑱нием

Второй этап. Второй чанк сортируетс󰑱 и отправл󰑱етс󰑱 на втору󰑧 временну󰑧 ленту.

1 2 3 4 5 6 7 8

Исполнитель

1

2
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Сортировка сли󰑱нием

Третий этап 󰯹 сли󰑱ние. Слива󰑧тс󰑱 перва󰑱 и втора󰑱 временные ленты.

1 2 3 4 5 6 7 8

Исполнитель

1

2

12
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Сортировка сли󰑱нием

Аналогично считыва󰑧тс󰑱, сортиру󰑧тс󰑱 и вывод󰑱тс󰑱 на временные ленты чанки 3
и 4.

1 2 3 4 5 6 7 8

Исполнитель

3

4

12
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Сортировка сли󰑱нием
Аналогично временные ленты слива󰑧тс󰑱 в ещё одну, четвёрту󰑧. 󰑪дес󰑭 мы не
мо󰑨ем испол󰑭󰑬оват󰑭 мен󰑭шее количество лент.

1 2 3 4 5 6 7 8

Исполнитель

3

4

12

34
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Сортировка сли󰑱нием
Сливаем ленты содер󰑨ащие 12 и 34, получаем ленту 1234.

1 2 3 4 5 6 7 8

Исполнитель

12

34

1234
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Сортировка сли󰑱нием
Дл󰑱 получени󰑱 ленты 5678 требуетс󰑱 4 временные ленты. Пл󰑧с лента 1234. Итого

󰯹 5 лент.

1 2 3 4 5 6 7 8

Исполнитель

1234

5678

12345678
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Оценка сло󰑨ности внешней сортировки сли󰑱нием

Внутренних сортировок в этом алгоритме 󰯹 K, количество чанков.
Сло󰑨ност󰑭 внутренней сортировки

O

󰀕
N

K
× log

N

K

󰀖
= O(N logN).

Сло󰑨ност󰑭 операции сли󰑱ни󰑱 O(N).

Количество сли󰑱ний O(logK).

Обща󰑱 сло󰑨ност󰑭 O(N logN).

Сло󰑨ност󰑭 по количеству временных лент O(logK).
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Усовершенствование алгоритма

Мы 󰑬аметили, что при операции сли󰑱ни󰑱 дополнител󰑭ной пам󰑱ти не
требуетс󰑱, достаточно пам󰑱ти дл󰑱 двух элементов.
Мо󰑨но ли прои󰑬вести внешн󰑧󰑧 сортировку бе󰑬 испол󰑭󰑬овани󰑱 бол󰑭шого
буфера?
Да, если отка󰑬ат󰑭с󰑱 от пон󰑱ти󰑱 чанк и испол󰑭󰑬оват󰑭 пон󰑱тие сери󰑱.
Сери󰑱 󰯹 неубыва󰑧ща󰑱 последовател󰑭ност󰑭 на ленте.
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Сортировка сери󰑱ми

Пуст󰑭 имеетс󰑱 лента

14, 4, 2, 7, 5, 9, 6, 11, 3, 1, 8, 10, 12, 13󰁿 󰁾󰁽 󰂀 .

󰑪аводим две вспомогател󰑭ных ленты, в ка󰑨ду󰑧 и󰑬 которых помещаем очередну󰑧
сери󰑧 длины 1 и󰑬 входной ленты.

󰀫
14󰁿󰁾󰁽󰂀, 2󰁿󰁾󰁽󰂀, 5󰁿󰁾󰁽󰂀, 6󰁿󰁾󰁽󰂀, 3󰁿󰁾󰁽󰂀, 8󰁿󰁾󰁽󰂀, 12󰁿󰁾󰁽󰂀
4󰁿󰁾󰁽󰂀, 7󰁿󰁾󰁽󰂀, 9󰁿󰁾󰁽󰂀, 11󰁿󰁾󰁽󰂀, 1󰁿󰁾󰁽󰂀, 10󰁿󰁾󰁽󰂀, 13󰁿󰁾󰁽󰂀 .

Инвариант: внутри серии длины K все 󰑬начени󰑱 упор󰑱дочены по неубывани󰑧.
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Сортировка сери󰑱ми

Ка󰑨ду󰑧 и󰑬 серий парами сливаем в исходный файл.
󰀫

14󰁿󰁾󰁽󰂀, 2󰁿󰁾󰁽󰂀, 5󰁿󰁾󰁽󰂀, 6󰁿󰁾󰁽󰂀, 3󰁿󰁾󰁽󰂀, 8󰁿󰁾󰁽󰂀, 12󰁿󰁾󰁽󰂀
4󰁿󰁾󰁽󰂀, 7󰁿󰁾󰁽󰂀, 9󰁿󰁾󰁽󰂀, 11󰁿󰁾󰁽󰂀, 1󰁿󰁾󰁽󰂀, 10󰁿󰁾󰁽󰂀, 13󰁿󰁾󰁽󰂀 ..

Инвариант операции сли󰑱ни󰑱 серий: совокупна󰑱 последовател󰑭ност󰑭 󰑱вл󰑱етс󰑱
серией удвоенной длины.

4, 14󰁿󰁾󰁽󰂀, 2, 7󰁿󰁾󰁽󰂀, 5, 9󰁿󰁾󰁽󰂀, 6, 11󰁿󰁾󰁽󰂀, 1, 3󰁿󰁾󰁽󰂀, 8, 10󰁿󰁾󰁽󰂀, 12, 13󰁿 󰁾󰁽 󰂀 .
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Сортировка сери󰑱ми

Серии длины 2 попеременно помещаем на выходные ленты.

4, 14󰁿󰁾󰁽󰂀, 2, 7󰁿󰁾󰁽󰂀, 5, 9󰁿󰁾󰁽󰂀, 6, 11󰁿󰁾󰁽󰂀, 1, 3󰁿󰁾󰁽󰂀, 8, 10󰁿󰁾󰁽󰂀, 12, 13󰁿 󰁾󰁽 󰂀 .

󰀻
󰀿

󰀽

4, 14󰁿󰁾󰁽󰂀, 5, 9󰁿󰁾󰁽󰂀, 1, 3󰁿󰁾󰁽󰂀, 12, 13󰁿 󰁾󰁽 󰂀
2, 7󰁿󰁾󰁽󰂀, 6, 11󰁿󰁾󰁽󰂀, 8, 10󰁿󰁾󰁽󰂀 .
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Сортировка сери󰑱ми

Снова ка󰑨ду󰑧 и󰑬 серий парами сливаем в исходну󰑧 ленту.
󰀻
󰀿

󰀽

4, 14󰁿󰁾󰁽󰂀, 5, 9󰁿󰁾󰁽󰂀, 1, 3󰁿󰁾󰁽󰂀, 12, 13󰁿 󰁾󰁽 󰂀
2, 7󰁿󰁾󰁽󰂀, 6, 11󰁿󰁾󰁽󰂀, 8, 10󰁿󰁾󰁽󰂀 .

Длина полных серий в выходной ленте не мен󰑭ше 4. Тол󰑭ко последн󰑱󰑱 сери󰑱
мо󰑨ет имет󰑭 мен󰑭шу󰑧 длину.

2, 4, 7, 14󰁿 󰁾󰁽 󰂀, 5, 6, 9, 11󰁿 󰁾󰁽 󰂀, 1, 3, 8, 10󰁿 󰁾󰁽 󰂀, 12, 13󰁿 󰁾󰁽 󰂀 .
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Сортировка сери󰑱ми

Третий этап: формируем временные ленты сери󰑱ми по 4.

2, 4, 7, 14󰁿 󰁾󰁽 󰂀, 5, 6, 9, 11󰁿 󰁾󰁽 󰂀, 1, 3, 8, 10󰁿 󰁾󰁽 󰂀, 12, 13󰁿 󰁾󰁽 󰂀 .

󰀻
󰀿

󰀽

2, 4, 7, 14󰁿 󰁾󰁽 󰂀, 1, 3, 8, 10󰁿 󰁾󰁽 󰂀
5, 6, 9, 11󰁿 󰁾󰁽 󰂀, 12, 13󰁿 󰁾󰁽 󰂀 .

Длина полных серий в выходной ленте не мен󰑭ше 4. Тол󰑭ко последн󰑱󰑱 сери󰑱
мо󰑨ет имет󰑭 мен󰑭шу󰑧 длину.
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Сортировка сери󰑱ми

Сливаем серии длины 4.
󰀻
󰀿

󰀽

2, 4, 7, 14󰁿 󰁾󰁽 󰂀, 1, 3, 8, 10󰁿 󰁾󰁽 󰂀
5, 6, 9, 11󰁿 󰁾󰁽 󰂀, 12, 13󰁿 󰁾󰁽 󰂀 .

Сли󰑱ние серий длины 4 обеспечивает длину серий 8.

2, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 14󰁿 󰁾󰁽 󰂀, 1, 3, 8, 10, 12, 13󰁿 󰁾󰁽 󰂀 .
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Сортировка сери󰑱ми

Последний этап: ра󰑬бивка на серии длины 8 с последу󰑧щим сли󰑱нием.

2, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 14󰁿 󰁾󰁽 󰂀, 1, 3, 8, 10, 12, 13󰁿 󰁾󰁽 󰂀 .

Ра󰑬бивка: 󰀻
󰀿

󰀽

2, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 14󰁿 󰁾󰁽 󰂀
1, 3, 8, 10, 12, 13󰁿 󰁾󰁽 󰂀 .

Сли󰑱ние:

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14󰁿 󰁾󰁽 󰂀 .
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Сортировка сери󰑱ми: оценка сло󰑨ности алгоритма

󰑪а один проход примем операци󰑧 ра󰑬бивки с последу󰑧щим сли󰑱нием.
На ка󰑨дом проходе участву󰑧т все элементы лент по два ра󰑬а.
Инвариант: длина серии после прохода k равна 2k.
󰑪авершение алгоритма: длина серии не мен󰑭ше N .
Итого logN проходов.
Сло󰑨ност󰑭 алгоритма: O(N logN)

Сло󰑨ност󰑭 по пам󰑱ти: O(1)

Сло󰑨ност󰑭 по ресурсам: две временные ленты.
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Сортировка сери󰑱ми: во󰑬мо󰑨ные улучшени󰑱

Сортировка сери󰑱ми: длина серии начинаетс󰑱 от 1 и дл󰑱 полной сортировки
требуетс󰑱 ровно ⌈log2 N⌉ итераций.
При этом первые итерации прои󰑬вод󰑱тс󰑱 с небол󰑭шой длиной серии.
Иде󰑱! Сократит󰑭 число итераций, испол󰑭󰑬овав бол󰑭ше, чем 1 элемент пам󰑱ти
(оп󰑱т󰑭 ввести чанки).
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Сортировка сери󰑱ми: улучшенный вариант

Подбираем такое число k0, при котором сери󰑱 длиной 2k0 помещаетс󰑱 в
доступну󰑧 пам󰑱т󰑭.
Ра󰑬биваем исходну󰑧 ленту на серии: считываетс󰑱 первый чанк длиной 2k0 ,
сортируетс󰑱 внутренней сортировкой, пишетс󰑱 на перву󰑧 ленту. Второй чанк
после сортировки пишетс󰑱 на втору󰑧 ленту.
После подготовки во󰑬вращаемс󰑱 к алгоритму сортировки сери󰑱ми.

Сло󰑨ност󰑭 алгоритма 󰯹 O(N logN), количество итераций сокращаетс󰑱 на k.
Пуст󰑭 N = 108. Тогда log2 N ≈ 27. Дл󰑱 k = 20 в пам󰑱т󰑭 помещаетс󰑱 220

элементов, что вполне реал󰑭но. Тогда общее количество итераций составит
27− 20 + 1 = 8 вместо 28. Profit!
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Сортировка и параллел󰑭ные вычислени󰑱

С. Л. Бабичев Сортировка. Поиск. 8 феврал󰑱 2024 г. 56 / 67



Сортировка и параллел󰑭ные вычислени󰑱

Современные комп󰑭󰑧теры содер󰑨ат по нескол󰑭ко исполнителей машинного
кода.
Как испол󰑭󰑬оват󰑭 нескол󰑭ко исполнителей дл󰑱 сортировки?
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Особенности параллел󰑭ного исполнени󰑱

Ка󰑨дый и󰑬 исполнителей мо󰑨ет исполн󰑱т󰑭 свой поток инструкций.
В программном коде это выгл󰑱дит как одновременное исполнение нескол󰑭ких
функций.
Все исполнителей могут имет󰑭 совместный доступ к общим данным.
Исполнител󰑭 в современной терминологии на󰑬ываетс󰑱 вычислител󰑭ный поток,
thread.
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Проблемы параллел󰑭ного исполнени󰑱

.
Совместный доступ к общим переменным 󰯹 и благо и 󰑬ло одновременно.
Благо 󰯹 так как это удобный способ в󰑬аимодействи󰑱, обмен данными.
󰑪ло 󰯹 так как это мо󰑨ет привести к конфликтам.
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Проблемы параллел󰑭ного исполнени󰑱
.

Два исполнител󰑱 испол󰑭󰑬у󰑧т совместные переменные:

int a = 2, b = 10;

void thread1() {
a += b; // 1a
b = 5; // 1b

}

void thread2() {
b = 13; // 2b
a *= b; // 2a

}

Чему равны переменные a и b после окончани󰑱 обоих исполнителей?
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Проблемы параллел󰑭ного исполнени󰑱

Пор󰑱док исполнени󰑱 недетерминирован и ре󰑬ул󰑭татов мо󰑨ет быт󰑭 нескол󰑭ко
при ра󰑬личных прогонах алгоритма.
󰑪адача становитс󰑱 комбинаторной.
Ре󰑬ул󰑭тат 󰑬ависит от в󰑬аимного пор󰑱дка исполнени󰑱.
Если обо󰑬начит󰑭 󰑬а t(x) абсол󰑧тное врем󰑱 получени󰑱 ре󰑬ул󰑭татов исполнени󰑱
соответству󰑧щих инструкций, то и󰑬вестно лиш󰑭, что t(1a) < t(1b) и
t(2b) < t(2a).
Таким обра󰑬ом, во󰑬мо󰑨ных путей исполнени󰑱 нескол󰑭ко:
1a → 1b → 2a → 2b

1a → 2a → 1b → 2b

1a → 2a → 2b → 1b

. . .
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Проблемы параллел󰑭ного исполнени󰑱

Более того, операции 1a и 2a атомарны дл󰑱 исполнител󰑱 󰯺󰑯󰑬ык Си󰯻 и не
атомарны дл󰑱 исполнител󰑱 󰯺современный процессор󰯻!
Инструкци󰑱 a += b превратитс󰑱 в нескол󰑭ко операций:

󰑪агру󰑬ка b в регистр процессора
󰑪агру󰑬ка a в регистр процессора
Добавление 󰑬начени󰑱 b регистру, содер󰑨ащему a
Сохранение получившегос󰑱 󰑬начени󰑱 в a

На л󰑧бой и󰑬 этих операций во󰑬мо󰑨на передача управлени󰑱 другому
исполнител󰑧.
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Проблемы параллел󰑭ного исполнени󰑱

Дл󰑱 бор󰑭бы с такими проблемами автор алгоритма дол󰑨ен испол󰑭󰑬оват󰑭
примитивы синхрони󰑬ации
На исполнение примитивов синхрони󰑬ации требуетс󰑱 󰑬начител󰑭ное врем󰑱, 󰑬а
которое мо󰑨но исполнит󰑭 сотни и тыс󰑱чи обычных операций.
Простейший способ и󰑬бе󰑨ат󰑭 проблем 󰯹 ограничит󰑭 испол󰑭󰑬ование общих
данных критическими секци󰑱ми.
Основные операции лучше всего прои󰑬водит󰑭 над локал󰑭ными дл󰑱 ка󰑨дого
исполнител󰑱 данными и тол󰑭ко в отдел󰑭ные моменты испол󰑭󰑬оват󰑭 точки
синхрони󰑬ации дл󰑱 обмена.
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Проблемы параллел󰑭ного исполнени󰑱

Ра󰑬работка параллел󰑭ных версий классических алгоритмов 󰯹 отдел󰑭на󰑱,
очен󰑭 сло󰑨на󰑱 󰑬адача.
Алгоритмы, которые наиболее эффективны в варианте дл󰑱 одного
исполнител󰑱, чаще всего непригодны дл󰑱 варианта с нескол󰑭кими
исполнител󰑱ми.
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Сортировка и параллел󰑭ные вычислени󰑱

Параллел󰑭на󰑱 сортировка имеет общие свойства с внешней:
Данные ра󰑬бива󰑧тс󰑱 на непересека󰑧щиес󰑱 подмно󰑨ества.
Ка󰑨дое подмно󰑨ество обрабатываетс󰑱 не󰑬ависимо.
После не󰑬ависимой обработки испол󰑭󰑬уетс󰑱 сли󰑱ние.
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Сравнение методов сортировки
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Algo Best Average Worst Memory Stable?
case case case

Bubble O(N) O(N2) O(N2) O(1) Да
Shell O(N

7
6 ) O(N

7
6 ) O(N

4
3 ) O(1) Нет

Comb O(N logN) O(N
2

2p ) O(N2) O(1) Нет
Insertion O(N) O(N2) O(N2) O(1) Да
Selection O(N) O(N2) O(N2) O(1) Да
Quick O(N logN) O(N logN) O(N2) O(1) Нет
Merge O(N logN) O(N logN) O(N logN) O(N) Да
Heap O(N) O(N logN) O(N logN) O(1) Нет
Tim O(N) O(N logN) O(N logN) O(N) Да

Count O(N) O(N) O(N) O(N) Да
Radix O(N) O(N) O(N) O(N) Да
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